Fonctions dérivées

I) Nombre dérivé : Rappels

Lancer l'application informatique Geogebra.
Dans la fenétre « saisie », on a tapé I'instruction y=x"2 qui permet de tracer la courbe de
la fonction x > x°.

'LI?' Saisie: :yr=u*‘2

al=Naa = [¢ - 1

On place un point A sur cette courbe, puis un point B, ces deux points sont mobiles sur la
courbe. On trace la droite (AB) en rouge, on met en évidence la pente de la droite qui
correspond au coefficient directeur de celle-ci.

On positionne le point A sur la courbe de sorte que ses coordonnées deviennent (1 ; 1). On
se propose ensuite de faire glisser le plus prés possible de A le point B afin de pouvoir lire
la valeur de la pente. Afin d'obtenir une plus grande précision, il est possible de zoomer
sur cette courbe.

24 2.0

En zoomant de plus en plus sur le point A et en approchant le plus possible le point B du
point A, vers quelle valeur tend le coefficient de la pente ? Il tend vers

© La droite obtenue lorsque B se situe le plus prés possible de A s'appelle la tangente a
la courbe au point A(1; 1). Son coefficient directeur s'appelle le nombre dérivé de la
fonction f au point d'abscisse 1. On le note f'(1).

On approche une courbe en un point A(xa ; ya) par une fonction affine. Le coefficient
directeur de la droite est le nombre dérivé au point d'abscisse xa. On le note f'(x,).

IT) Qu'est-ce qu'une fonction dérivée ?
1) Activité:

Soit € la courbe représentative de la fonction définie sur R par f(x) = x°.
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On place les points M1, M2, M3 et M4 d'abscisses respectives -2, -1, 1, et 2. On trace les
tangentes Ty, T2, T3 et T4 a la courbe passant par ces points.
y a) Quelles est la tangente en O(0; 0)a € ?

6

- /

b) Déterminer graphiquement les coefficients
M| 4 M. directeurs des droites Ty, T2, T3 et T4. Compléter
le tableau de valeurs ci-dessous avec ces résultats

i X -2 -1 0 1 2
e, | M F(x)
3 2 b T D B x
it c) A partir de I'observation du tableau précédent,

proposer une valeur pour f'(3).

i

d) Donner une expression de f'(x).

2) Définition :

ITI) Dérivées des fonctions de référence et regles de dérivation :

a) Dérivée d'une fonction affine :

‘Si f(x)=ax+balors f(x)= | (Ce qui est logique puisque le nombre dérivé est le
coefficient directeur de la tangente a la fonction qui est ici la droite elle-méme.)

Exemple : f(x)=-3x+ 3 f'(x)=-3

b) Dérivée d'une fonction puissance :

Si f(x)= x" (n02) alors f'x) =

Exemple :  f(x)=x* alors f(x) = 2x.
f(x) = x> alors f'(x) = 3x%.
f(x) = x° alors f'(x) =
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f(x) = x* alors f'(x) =

Exemple :  f(x) = 3x> alors f'(x) = (3).(3).x* = 9x°.

Exercice : Calculer les fonctions dérivées f' des fonction f.

f(x) = -3x7 fi(x) =
f(x)=1,7x* f'(x) =
f(x) = -%x“’ fi(x) =

¢) Tableau des dérivées des fonctions de référence :

Si f(x) = alors f'(x) =
ax + b a
x° 2x
x3 3x°
X" n.x"!
1 1
x X2
Jx 1
2+/x
U(x) + V(x) U'(x) + V'(x)
k.U(x) (kOR) k.U'(x)

d) Dérivée d'une fonction polynome :

Exemple : Soit f(x) = 3x® + 2x° - 4x - 6 . Pour déterminer la fonction dérivée de f(x), on
décompose celle-ci en 4 fonctions mondmes g(x), t(x), h(x) et u(x) telles que :

g(x) = 3%°

1(x) = 2x°

h(x) = - 4x

u(x)=-6
On applique la regle : la dérivée d'une somme de fonctions est égale a la somme des
dérivées de ces fonction.
fi(x) = g'(x) + T'(x) + h'(x) + U'(x) = 9x® + 4x -4,

Exercice : Calculer la dérivée f'(x) de la fonction f.

Cours_bac_pro_Tale_Fonctions_dérivées Page 3 / 12




a) f(x) = -3x
b) f(x)=2x+5
(9= 2

d) f(x) = 3x2 + 7x - 2

1) Activité:

) = 5%

f(x) = -6x°

f(x) = B5x? - 2x
f(x)=x3-2x+1

Utilisation de la fonction dérivée pour étudier les variations d'une fonction :

Soit la courbe € de la fonction f(x) = x* - 2x définie sur [-1; 4].
A partir de I'observation de la courbe €
donner le tableau de variation de la fonction

y
9

f sur [-1; 4].
X -1 4
f(x)

Calculer f'(x)

Etudier sur [-1; 4], le signe de f'(x).
Compléter le nouveau tableau de variation
de la fonction f(x)

X -1

Signe de
f'(x)

Variation
de
f(x)

La fonction admet un minimum xo. Quel est I'abscisse xo de ce minimum ? xo =

Calculer f'(x0).  f'(xo) =
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2) Dérivée et sens de variation d'une fonction :

Si pour tout nombre x d'un intervalle I, on a f'(x) > O, alors f est sur L.

Si pour tout nombre x d'un intervalle I, on a f'(x) < O, alors f est sur L.

3) Dérivée et extremum d'un fonction :

Si pour la valeur xo d'un intervalle I, la dérivée f' s'annule et change de signe, alors la
fonction f admet en xo un

X Xo X X0
f'(x) - 0 + f'(x) * 0 -
f(xo)
f(x) f(x)
f(xo)
La fonction admet en xg un minimum. La fonction admet en xg un maximum.

Exercice : On considére la fonction f définie sur l'intervalle [-2 ; 2] par f(x) = -x® + 3x + 4.
a) Calculer f'(x)

b) Résoudre I'équation f'(x) = O.

c) Compléter le tableau de variation suivant :
X -2 2
f'(x)
f(x)

d) Tracer cette fonction a l'aide de la calculatrice. On appliquera les paramétres de
la fenétre suivants :

Fenétre: Xmin=-2 Xmax = 3 pas = 1
Ymin = -7 Ymax = 7 pas = 1

Vérifier la valeur du maximum d& l'aide de la calculatrice.
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Utilisation de la CASTIO Utilisation de la TT

% Sur la calculatrice, choisir la touche E
Dans le menu, choisir l'icone =

Introduire la fonction

ALE Flotz Floks
RO 1= Rt R

Régler les parametres de |'écran en utilisant

Introduire la fonction

Gr-arkh Func 4=
Y1B8-="24+35+4

Régler les parametres de |'écran en utilisant

; sam  V-Windo la touche
i) QL U L] ;:E; HDDNIE
PRGH min=
la commande V-Window '\l ' EEETZ%
Combinaison de touche ) D) 32;2:?2
Liew lindo Yerml=1
: Hres=1
EEE 1 E.E 1 On obtient la figure suivante en appuyant
vﬁ?ﬁ E Rl SR sur la touche
max 12 '

On obtient la figure suivante: g
paE

Utiliser la fonction trace de la calculatrice

pour déterminer xo en agruyam‘ sur la
touche

pour déterminer xo. Touches U — M= ~ue Ty

Y1=-x"2+3n+d [

n=l.4yd2063482 V=b.2U3937012

A

Utiliser la fonction trace de la calculatrice

V) Utilisation de la calculatrice pour compléter le tableau de variation :

1) Exemple :

On considére la fonction f définie sur l'intervalle [-4 ; 2] par f(x) = x> + 3x% - 9x + 1.
a) Calculer f'(x) et vérifier que f'(x) = 3(x? + 2x - 3).

b) A I'écran de la calculatrice, tracer la courbe d'équationy = x* + 2x - 3 pour x
appartenant a l'intervalle [-4 ; 2].
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Fenétre : Xmin = -4 Ximax = 2 pas = 1
Ymin = -5 Ymax = 10 pas = 1

¢) En utilisant les résultats précédants, dresser le tableau de variation de f.

Corrigé :
a) f'(x)=3x>1+(3).(2)x*"- 9 = 3x% + 6x - 9 = 3(x* + 2x - 3).
On a mis 3 en facteur afin d'utiliser I'écriture la plus simple de la fonction. En effet le
signe de 3(x° + 2x - 3) et de x* + 2x - 3 sera le méme.

b) Utilisation de la calculatrice :

Utilisation de la Casio

Utilisation de la TT

W1=k™2+26-3

|
N P

H=- 1 or=- |

NS

|

g ol et ol

AN

=<1 =y

c) Pour dresser le tableau de variation de la fonction f(x), on regarde a l'aide de la
calculatrice le signe de la dérivée f'(x).
f'(x) = x* + 2x - 3 = 0 admet & priori deux solutions -3 et 1. On aurait pu trouver ces
solutions par le calcul. A = b? - 4ac

b+ \/Z
2a €

Si A > 0, deux solutions xi = t x5 =

~b-+A
2a

2 points coupent I'axe des abscisses sur le graphique. Les points -3 et 1, nous les
feront apparditre dans le tableau de variation. Ces points sont des extréma puisque la
dérivée s ‘annule et change de signe.

Pour compléter le tableau, on déterminera f(-4), f(-3), f(1) et f(2). On pourra utiliser
la fonction table de la calculatrice.

X -4 -3 1 2
Signe de + 0 - 0 +
f'(x)
28 3
f(x)
21 -4
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Utilisation de la Casio

Utilisation de la TT

Dans le menu, choisir l'icone ﬁiﬁ

Introduire la fonction f(x) en Y2

Ng: [—1]
=
i T i W B [T

Sélectionner cette fonction en la mettant
en surbrillance et en appyant sur la touche
[EEL
Définissons les limites et le pas du tableau a
I'aide de la touche

ﬁable Setlina

1

Ster 21

| |

On quitte ce menu en appuyant sur la touche
@ appuyer enfin sur la touche [TREL

=

-d
[FORH [P [EDIT G-CoH [G-FLT

On peut observer les deux courbes
(n'oublier pas de changer les paramétres
d'affichage)

Sur la calculatrice, choisir la touche E
Introduire la fonction f(x) en Y2
e

ALEl Flotz Floks
w1ER 223
IH’EEI“‘3+3H“E—9H+

WMa=
“Hy=
wMNe=
~“NE=

Définissons la valeur de départ et le

pas du

tableau en appuyant sur D s R

THELE SETUF
Tkl St?r'“t= -4

alThl=
Indrnt.: A=k
DeFend: A=k

Attention de bien utiliser le signe - et non
I'opérateur sinon vous aurez

ERF: SYHTAHR
Lt
s Goto

TAELE
Appuyer enfin sur E -
_

# Y q
-y | 21
-3 0 z8
- -3 Z3
-1 - 12
0 -3 1
i 0 -l
z g 3
l#="-4

On peut observer les deux courbes
(n'oublier pas de changer les paramétres
d'affichage)

e
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VI) Exercices et problemes :

1) Exercice :

On considére la fonction f définie sur l'intervalle [-1; 3] par f(x) = x> - %xz + 6X.

a) Calculer f'(x) et simplifier son écriture par la mise en facteur d'une constante.

b) En utilisant la calculatrice, compléter le tableau de variation de la fonction f(x).

X

Signe de
f'(x)

f(x)

2) Probléme N°1:

Une étude a été menée par une entreprise de logistique afin de connditre le nombre de
camions qui entrent dans I'entrepdt a une heure donnée de la journée. Cette étude a
conduit @ modéliser le nombre N de camions entrant dans I'entrepdt a I'heure t par la
relation : N = 0,11 - 3,612 + 40,5t - 121, L'entreprise réceptionne les camions entre 5 h et
17 h.

a) 1% partie : Fonction et inéquation :

On considere la fonction f(x) correspondant au polynéme précédent. Déterminer le
domaine d'étude de la fonction. Df=[ ; ]

Calculer f'(x) ou f'(x) désigne la fonction dérivée de f.

Compléter le tableau de variation de f(x)

X

Sighe de
f'(x)

f(x)

b) 2°™ partie : Exploitation des résultats :
Indiquer a quelle heure le nombre de camion entrant dans I'entrepdt est le plus grand.
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L'entrepdt ne peut recevoir que 21 camions devant les quais. Préciser l'intervalle de temps
durant lequel des camions devront rester en attente devant I'entrepét (arrondir a la demi
heure).

Deux portes de I'entrepdt sont fombées en panne, les quai pouvant recevoir deux camions
sont donc inutilisables. Préciser l'intervalle de temps durant lequel des camions devant
rester en attente devant I'entrepdt (arrondir a la demi heure).

3) Probléme N°2 : Préparer un déplacement
Les tarifs d'une compagnie aérienne pour un trajet donné varient en fonction de la durée
exprimée en jours entre la date de I'achat et la date de départ.

Pour un trajet aller-retour Paris Saint Denis de la Réunion, le prix du billet est donné par :
P(n) = 3600

- 4n + 1 440 ou n est un entier appartenant a l'intervalle [5 ; 90].

Premiere partie : Calcul numérique.
1) Calculer le prix d'un billet acheté 30 jours avant la date du départ.

2) Calculer le prix d'un billet acheté 85 jours avant la date du départ.

Deuxiéme partie : Etude de fonction et application.

-3600
X

On consideére la fonction f définie sur l'intervalle [5 ; 90] par f(x) = 4x + 1 440.

1.a) On désigne par f' la fonction dérivée de la fonction f ; calculer f'(x).

1.b) Montrer que f'(x) peut s'écrire f'x) = xi; (900 - x?).

2.a) Vérifier que 900 - x* = (30 - x)(30 + x).
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2.b) En déduire que sur l'intervalle [5 ; 90] f'(x) a le signe de 30 - x.

3) Compléter, en utilisant le résultat obtenu précédemment, le tableau de variation.

X

Signe de f'(x)

Variation de f

4) Indiquer, en observant le tableau précédent, le nombre de jours avant le départ pour
lequel le billet est le plus cher. Quel est alors le prix du billet ?

GepGebra _

4

VII Activité utilisant les TIC : .

On va étudier le lien entre la pente de la tangente a la courbe et la dérivée a l'aide logiciel

Geogebra.

Lancer l'application Geogebra.

Premiére partie : Tracer d'une fonction et de ses extrema.

On trace la courbe de la fonction f définie sur [-6 ; 3] par f(x) = x> + 6x% - 15x + 30.
Saisie: fonction[xA3+6x*2-15x+30,-6,3]

Dans la barre de saisie, on tape :

|

Utiliser le bouton et la souris pour faire apparditre l'axe des abscisses entre -6
et 3 avec un pas d'une unité.
Afin de voir correctement la courbe, on effectue un clic droit sur la plage graphique et on

choisit I'échelle 1:20. 5 Recadrer 1 1:10

A
‘
Utiliser le bouton 3 pour placer un point sur la courbe et le renommer M en faisant

un clic droit sur le point.
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.. Saisie: |EXtremumif]
Dans la zone de saisie taper ,

Geogebra positionne sur la courbe un point A (maximum) et un point B (minimum). Quelles
sont les coordonnées de A et B? AC ;) B(C : ).

En observant la courbe et en déplagant le point M le long de celle-ci, compléter le tableau
de variation de la fonction f.

X -6 3

Variations de f

Deuxiéme partie : Tracer de la tangente a la courbe en un point

Tancentes
A partir du 4™ menu, on sélectionne l'outil - - . Pour tracer la
tangente a la courbe passant par le point M, on clique d'abord sur la courbe, puis sur le
point M. On renomme cette tangente T en faisant un clic droit dans la partie algébre sur

----- 4 ayr-16.48x + 56.19

----- 5 fxfiad e e
), . Droite a: Tangente & fen ¥ = .
I'équation de la tangente. , on clique sur
R

Erujr'r'urr'uerh et on obtient 3 T:y=-16.48x + 56.19

Pour faire apparditre le coefficient directeur de la tangente T, on entre dans la plage de
Saisie: m=Pente[T|

sqisie: e
Pour afficher la valeur de m sur le graphique, on effectue un clic droit dans la partie
~@ m=-15

Affich Hkl 'Btiguette

|N|:|mt3re m: Pente da T| .
et onclique sur ... % L

algébre sur m :

Troisieme partie : Relier le signe de la dérivée a la pente de la tangente a la courbe.

L L

. . \ . . m = n Vd .
On clique sur le bouton aide d la saisie —=—a T , on sélectionne

- . - Dérivég
+P\Cﬂlculs & Fonctions et

b FlaasteSirr

. ~ . . Saisie: |Dérivéelf]
On fait apparaitre dans la barre de saisie

. . Saisie: N=(x(M), ' , .
On tape dans la plage de saisie alsie [Nt m) On constate alors qu'en déplagant le point

M, le point N se déplace également mais sur la courbe de la dérivée. Les deux points ont la
méme abscisse, I'ordonnée du point N étant le coefficient directeur de la tangente a f.
On associe bien le signe de la dérivée a croissance de la courbe.
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